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تهران بهادار  اوراق  بورس  در  سهام  قیمت  پیش بینی 

اتفاقی دیفرانسیل  معادلات  کاربرد  موردی  بررسی 

اشاره 

بـه  را  آنها  ورودی  که  است  گونه ای  به  مشتق ناپذیر  دیفرانسیل  معادلات  در  اتفاقی  ماهیت  وجود 

انـتگرالهـای  کـمک  بـه  مـی توان  گوسی  سفید  نویز  همانند  تصادفی  و  نامنظم  فرآیندی  عنوان 

سهام قیمت  اتفاقی  نوسانهای  به  توجه  با  اساس٬  براین  داد.  نشان   (٢) استرانوویچ  یا   (١) ایتو  تصادفی 

نیز  اتفاقی  دیفرانسیل  معادلات  کمک  به  می توان  را  سهام  قیمتهای  دینامیک  بهادار٬  اوراق  بورس  در 

آورد. دست  به 

در روش  این  از  استفاده  با  سهام  قیمت  رفتار  شبیه سازی  و  الگوسازی  امکان  رو٬  پیش  گزارش  در 

بـه ایران  شهد  شرکت  سهام  قیمت  رفتار  منظور  بدین  است.  شده  بررسی  تهران  بهادار  اوراق  بورس 

است. گرفته  قرار  توجه  مورد  باره  این  در  موردی  بررسی  یک  عنوان 

��1- Ito Integrals 2- Stranovich Integrals
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1- Decision Under Uncertainty

نایقینی (١) وجود  با  تصمیم گیری  مقدمه:   -١

این  مؤثر  آثار  از  دنباله ای  تصمیم گیری٬  یک  در  است٬  مدیریتی  تصمیم گیریهای  برای  کلیدی  عنصری  پیش بینی 

تأثیرات این  تخمین  قابلیت  می شود.  گرفته  نظر  در  رهد٬  رخ  است  ممکن  تصمیم گیری  از  بعد  که  پیشامدهایی  و  تصمیم 

و طراحی  برای  مدیریتی  سیستمهای  دلیل  همین  به  شد.  خواهد  تصمیم گیری  و  انتخاب  بهبود  موجب  کنترل ناپذیر 

تـخمین پـیش بینی٬  کـه  گـفت  مـی توان  کـلی  طـور  بـه  دارند.  پیش بینی  به  نیاز  خود  تشکیلاتی  عملگرهای  کنترل 

صحیح معمولاً  پیش بینی ها  است.  تصمیم گیری  یک  در  ریسک  کاهش  پیش بینی  از  هدف  و  است  آینده  پیشامدهای 

بـا مـی یابد.  کـاهش  سیستم  مورد  در  بیشتر  اطلاعات  داشتن  با  میزان  این  که  هستند  خطا  مقداری  دارای  و  نیستند 

چون می گیرد.  صورت  دو  این  بین  مصالحه ای  عموماً  دادو  کاهش  را  ریسک  مقدار  می توان  پیش بینی  هزینه  افزایش 

تـصمیم گیری فـرآیـند  بنابرایـن  و  نیست  ریسک  کامل  حذف  به  قادر  است  همراه  خطا  مقداری  با  همیشه  پیش بینی 

می توان زیر  رابطه  با  را  پیش بینی  و  تصمیم گیری  بین  رابطه  بود.  خواهد  پیش بینی  از  ناشی  نایقینی  مقداری  مستلزم 

کرد.[1]�� بیان 

صحیح  تصمیم   = پیش بینی  صحت  اساس  بر  تصمیم گیری   + پیش بینی  برای  معقولی  خطای 

حاصل  پیش بینی  فرآیند  و  سیستم  از  که  اطلاعاتی  کرد.  شروع  تصمیم گیری  از  باید  پیش بینی  مسأله  تعریف  برای 

از بسـیاری  شـد  خـواهـد  گـرفته  کـه  تـصمیماتی  طبیعت  بنابراین  می رود٬  کار  به  تصمیم  فرآیند  بهبود  برای  می شود 

می کند. تعیین  را  پیش بینی  سیستم  مطلوب  مشخصات 

پیش بینی می خواهد  چیزی  چه  اینکه  مورد  در  سؤالاتی  به  تا  کرد  خواهد  کمک  تصمیم گیری  مسأله  روی  بر  مطالعه 

از میزانی  چه  بالاخره  و  هستند  پیش بینی  مسأله  درگیر  پارامترهایی  چه  می گیرد٬  صورت  شکلی  چه  به  پیش بینی  شود٬ 

داد. خواهد  پاسخ  است  نیاز  مورد  پیش بینی  دقت 

مدلها  ارزیابی  و  آورد٬  بر  ساخت٬   ١-١

ساخته  ریاضی  روشهای  توسط  اطلاعات  این  تحلیل  و  سیستم  خروجی   ـ ورودی  اطلاعات  از  استفاده  با  مدل  یک 
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شده مشاهده  اطلاعات  از  استفاده  با  مدل  یک  ساختن  برای  می شود.  گفته  سیستم  شناسایی  روش ٬  این  به  می شود. 

است: لازم  زیر  عامل  سه 

اطلاعات  -١

دارد. بستگی  شناسایی  روش  به  مدل ها  این  داوطلب٬  مدلهای  از  مجموعه ای   -٢

شود. انخاب  برتر  مدل  آن  توسط  که  معیاری  و  قانون   -٣

خیر؟ یا  است  دقیق  و  مناسب  کافی  باندازه  مدل  این  آیا  که  کرد  آزمایش  باید  شد٬  انتخاب  مدل  اینکه  از  پس 

می دهد. نشان  شده  مشاهده  اطلاعات  با  را  مدل  ارتباط  که  دارد  وجود  متفاوتی  روشهای 

آن از  بـعد  گـرفته٬  صـورت  اطـلاعات  جـمع آوری  ابـتدا  است٬  طبیعی  چرخه  یک  دارای  سیستم  شناسایی  روش 

است ممکن  مدل  یک  می گردد.  انتخاب  مجموعه  این  در  مدل  بهترین  سپس  و  می شوند  انتخاب  مدلها  از  مجموعه ای 

نباشد. کارا  و  قبول  قابل  زیر  دلایل  به  بنا 

شود. مواجه  مشکل  با  نظر٬  مورد  معیار  براساس  مدل  بهترین  پیداکردن  برای  محاسباتی  روند   ـ

باشد. نشده  انتخاب  درستی  به  مدل  سنجش  محک  و  معیار   ـ

نباشد. کند٬  بیان  خوبی  به  را  سیستم  که  عضوی  هیچ  دارای  و  بوده  نامناسب  مدل  مجموعه  اعضای  کلیه   ـ

شناسایی قابل  اطلاعات  این  توسط  مناسب  مدل  یا  نباشد  غنی  کافی  اندازه  به  شده  جمع آوری  اطلاعات  مجموعه   ـ

نباشد.

گذشنه  مشاهدات اطلاعات  و  اطلاعات 

تجربی

داده ها
مدلهای مجموعه 

ممکن

معیار انتخاب 

مدل برارزش 

محاسباتی مدل 

مدل آزمون 

مدل نبودن  مناسب  درصورت 

مدل بودن  مناسب  درصورت 

مدل  انتخاب  و  شناسایی  چرخه   -١ نمودار 
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کرد. اشاره  پارامتری  روشهای  به  می توان  سیستمها  شناسایی  با  رابطه  در  کلاسیک  متداول  روشهای  مهمترین  از 

امتری  پار  شناسایی  روشهای   ١-٢

و  آمـاری  روشـهای  از  استفاده  با  سپس  می شود.  داده  نسبت  سیستم  به  مشخص  ساختاری  ابتدا  روشها  این  در 

پراکندگی٬ میزان  جمله  از  اطلاعات  آماری  خواص  مورد  در  مفروضات  از  مجموعه ای  با  خروجی   ـ ورودی  اطلاعات 

می آیند. دست  به  ساختار  این  مجهول  پارامترهای   ... و  توزیع  تابع  نوع  میانگین٬ 

است: زیر  شکل  به  پارامتری  مدلهای  کلی  ساختار 

��A(q) Y(t) = ____ u (t-nk)+ _____ e(t)B(q)
F(q)

C(q)
D(q)

با برابرند  ترتیب  به  چندجمله ایها  این  تأخیر  درجات  هستند٬  تأخیر  عملگرهای  با  جمله ایهایی  چند  ��F ٬��D ٬��C ٬��B ٬��A

مثال: عنوان  به  است.  ��u(t) ورودی تأخیر  درجه  نیز  ��nk ٬��nf٬��nd ٬��nc ٬��nb ٬��na

A(q) = (١ ��+ a١ ��q-١ ��+ ..... ana q-na) که ؛  ��q-١ ��y(t) =D y(t-١ ��)

جدول داشت.  خواهد  وجود  مختلفی  مدلهای  شود٬  استفاده  فوق  کلی  ساختار  در  چندجمله ایها  کدام  از  اینکه  به  بسته 

بالاست: کلی  ساختار  از  خاصی  حالات  دهنده  نشان  زیر 

مدل  ساختار  نام  استفاده مورد  چندجمله ای 

کلی ساختار  در 

��FIR (Finite Impulse Response) B

ARX (Auto Reggressive Exegenouse) AB

ARMA (Auto Reggressive Moving Average) AC

ARMAX (Auto Reggressive Moving Average Exegenouse) ABC

ARARX (Auto Reggressive Auto Reggressive Exegenouse) ABD

ARARMAX (Auto Reggressive Auto Reggressive Moving Average Exegenouse) ABCD

OE (Output Error) BF

BJ (Box - Jenkins یا ��ARIMA) BFCD
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میانگین تا  زد  تخمین  گونه ای  به  را  مدل  ضرایب  می توان  مربعات٬  حداقل  روش  مختلف  گونه های  از  استفاده  با 

اطـلاعات در  نـویز  وجـود  دلیـل  به  شود.  کمینه  سیستم  شده  مشاهده  خروجی های  و  مدل  خروجیهای  بین  خطای 

هستند. آماری  خواص  دارای  و  بوده  تصادفی  متغیرهایی  مدل٬  تخمین  پارامترهای  سیستم٬  از  دریافتی 

��1- Fit 2- Stochastic Differential Equations

شکـل شـده  مشـاهده  خـروجی  بـه  مـدل  خروجی  برازش (١)  ساده  ایده  براساس  مربعات٬  حداقل  تخمینگرهای 

نظر از  مثلاً  هستند٬  خاصی  فرضیات  تحت  لب توجهی  آماری  خواص  دارای  تخمینگرها  این  می شود٬  ثابت  و  گرفته اند 

. ��[4,3,2] هستند بهینه  بایاس  بدون  و  خطی  تخمینگرهای  میان  در  خطا  کوواریانس  کمینه شدن 

اتفاقی (٢)  دیفرانسیل  معادلات  براساس  سهام  قیمت  پیش بینی  مدل   -٢

معادلات  این  از  گروهی  می گردد٬  منجر  معادلات  از  طبقه  نوع  دو  به  دیفرانسیل  معادلات  در  اتفاقی  ماهیت  وجود 

یکدیگر با  که  می دهند  ارائه  را  راه حلهایی  گروه  دو  این  از  یک  هر  مشتق ناپذیرند.  دیگر  گروهی  و  مشتق پذیر  حل  دارای 

هستند. متفاوت  اساسی  طور  به 

مقدار یک  تصادفی٬  ضرایب  با  بوده  معمولی  دیفرانسیل  معادلات  شامل  و  داشته  ساده تری  راه حلهای  اول٬  گروه 

مزبور. حالات  از  ترکیبی  یا  و  معین  و  منظم  خواص  با  تصادفی  فرآیند  یک  عنوان  به  ورودی ای  با  یا  و  تصادفی  اولیه 

زیر: خطی  دیفرانسیل  معادله  مثال  عنوان  به 

٠��x = __ = a(w)x + b(t , w)dx
dt

(١)

��t = o در ��xo(w) اولیه مقدار  ازای  به  معادله  این  است٬  پیوسته  زمان  به  نسبت  �w هر بازای  ��b تصادفی ورودی  که 

است: زیر  شکل  به  حلی  دارای 

��x(t,w) = ea(w)t (xo(w) + ß t
o e-a(w)s b(s , w) ds) (٢)

��t زمـان بـه  نسبت  مشتق پذیر  توابعی  معادله  این  حل  از  آمده  دست  به  مسیرهای  می شود  مشاهده  که  همانطور 

نویز مانند  نامنظم  تصادفی  فرآیندی  آنها٬  به  مربوطه  فرآیند  ورودی  که  هستند  معادلاتی  گروه٬  یا  طبقه  دومین  هستند. 

صـورت بـه  و  مـی شوند  مـحسوب  تصادفی  دیفرانسیل  معادلات  عنوان  به  نمادین  معادلات  این  است.  سفیدگوسی 

��3- Ito Integral 4- Stranorich Integral

غیرقابل حلی  دارای  معادلات  اینگونه  می شوند.  بیان  استرانوویچ (٤)  یا   (٣) ایتو  تصادفی  انتگرالهای  با  معادلات 

ایـتو فـرآیـند   ـ مـربوطه  تصادفی  انتگرال  در  وینر  فرآیندهای  حسب  بر  جملاتی  وجود  دلیل  به   ـ هستند  مشتق پذیر 

است.[13-12]�� گروه  این  از  نمونه ای 

��5- Drift Term

قسمت و  است  لحظه  هر  در  تغییرات (٥)  متوسط  نشان دهنده  قسمت  یک  هستند.  قسمت  دو  دارای  تصادفی  مدلهای 
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می کند: مدل  پخش  فرآیند  یک  صورت  به  را  لحظه ای  نوسانهای  دیگر 

��dxt = m (xt , t)dt + s (xt , t) dz(t) (٣)

اینکه ضمن  می آید  دست  به  اولیه  نقطه  با  تطابق  برای  عددی  روشهای  از  استفاده  با  دریفت  مؤلفه  مدلها  بیشتر  در 

دارد. وجود  تحلیلی  رابطه  یک  مدلها  از  کمی  تعداد  برای 

ایتو  آیند  فر   ٢-١

می شود.  گرفته  نظر  در  ایتو  فرآیند  یک  مطالعه  مورد  فرآیند  رفتار  اتفاقی٬  دیفرانسیل  معادلات  روش  به  مدلسازی  در 

می شود. گرفته  نظر  در  ایتو  فرآیند  یک  بعنوان  سهام  قیمت  اینجا  در 

است: زیر  عمومی  شکل  به  ��x = {xt ; t Â o} Ito فرآیند یک 

��xt = xo + ß t
o a(xs) ds + ß t

o b(xs) dws ; t Â o (٤)

به آهسته  تغییرات  با  زمان  با  متغیر  مؤلفه  یک  بوده٬  تصادفی  است  ممکن  ��x(to) = xo اولیه مقدار  شامل  رابطه  این 

یک فوق  معادله  در  دوم  انتگرال  است.  پخش  بنام  زمان  با  سریع  تغییرات  با  پیوسته  تصادفی  مؤلفه  یک  و  دریفت  نام 

شکل به  اغلب  فوق٬  انتگرال  معادله  می شود.  نامیده  �w = {wt ; t Â o} وینر فرآیند  به  نسبت  ایتو  تصادفی  انتگرال 

می شود: نوشته  زیر  دیفرانسیل 

��dxt = a(xt)dt + b(xt)dwt (٥)

و بوده  پیچیده  عموماً  اتفاقی  دیفرانسیل  معادله  حل  می شود٬  گفته  اتفاقی  دیفرانسیل  معادله  اغلب  فوق٬  معادله  به 

راه حـلهای وجـود  بـا  می افـتد.  اتفاق  کمتر  عملی  کاربردهای  در  باشد  شده  شناخته  آنها  راه حلهای  که  خاصی  حالات 

بسیار آن  عملی  کاربرد  با  اتفاقی  دیفرانسیل  معادلات  نظریه  پیشرفتهای  بین  فاصله  محققین ٬  توسط  شده  ارائه  عمودی 

است. زیاد 

وینر  آیند  فر   ٢-٢

در  دوم  جمله  بنابراین  و  نیست.  مشتق پذیر  نقطه  هیچ  در  ��(wt) وینر فرآیند  است٬  سفید  نویز  انتگرال  وینر  فرآیند 

��1- Lebesguc Integral 2- Rimman Integral

بـه مـربوط  مـعادلات  روابـط  و  نـیست.  مـعمولی   (٢) ریـمان  انـتگرال  یا  لبگ (١)  انتگرال  یک   (١) انتگرالی  معادله 

که: طوری  به  است  متفاوت  شده  ذکر  انتگرالهای  با  آن  انتگرال گیری 

�ß t
o Ws(w) dWs(w) = __ W21

2 t (w) - __ t1
2

(٦)

داریم: لبگ  انتگرال  در  حالیکه  در 
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ß t
o Ws dW(s) = ß w(t)

o d(__ w2) = __ w2(t)1
2

1
2

(٧)

برای خاصیت  این  وجود  با  است٬  ��E[(dwt)2] = dt صورت به  دارد  (براونی)  وینر  فرآیند  که  مهمی  بسیار  خاصیت 

نمود: دیفرانسیل گیری  آن  از  و  کرد  تعریف  زیر  شکل  به  را  ��Yt تصادفی فرآیند  می توان  ��t Â toهر

��Yt(w) = U(t , xt (w))

ایتو انتگرال  نیز  ��xt و دوم  مرتبه  جزئی  مشتق  دارای  پیوسته  تابعی  ��U(t , x)

(xt(w) = ß t
to f(s,w) dWs(w) (٨)

می توان ��Yt دیفرانسیل گیری در  زنجیری  قاعده  از  استفاده  با  ��dxt = fdwt دیفرانسیلی: معادله  صورت  به  یا  است 

نوشت:

��dYt = ___ (t , xt)dt + ___ (t , xt) dxt
Ãu
Ãt

Ãu
Ãx

DYt=u(t+ Dt,Xt+ Dxt)-u(t,x t)={ ___Dt+ ___Dt}+ __{___(Dt) 2+2 ____DtDx+ ___(Dx)2}+...Ãu
dt

Ãu
dx

1
2
d2u
dt2

d2u
dtdx

d2u
dx2

© dYt = ___ (t , xt)dt + ___ dxt + __ ___ dxt
2 ; dxt = fdwt © dxt

2 = f 2dÃu
dt

Ãu
dx

1
2
Ã2u
Ãx2

© dYt = {___(t , xt) + __ f 2 ___ (t , xt)} dt + ___(t , xt) dxt
Ãu
Ãt

1
2

Ã2u
Ãx2

Ãu
Ãx

(٩)

مـعادله بـه  تـوجه  بـا  مـی شود.  نـامیده  ایـتو  فرمول  نام  به  و  است  تصادفی  معادلات  زنجیری  قاعده  رابطه  این 

دیـده فـوق  رابـطه  در  نـدارد  وجـود  معمول  زنجیری  قاعده  در  که  اضافی  جمله ای  که  می شود  دیده  فوق  دیفرانسیل 

می شود.

سهام  قیمت  دینامیک   ٢-٣

استفاده  قیمت  دینامیک  مدل کردن  برای  بهادار٬  اوراق  بورس  در  سهام  قیمت  در  اتفاقی  نوسانهای  گرفتن  نظر  در  با 

��1- Merton

کرد استفاده  نظریه  این  از  که  بود  کسانی  اولین  از  یکی   (١) مرتن  می رسد.  نظر  به  طبیعی  اتفاقی  دیفرانسیل  معادلات  از 

شـخص مـرتن  مـی گیرد.  قرار  استفاده  مورد  نیز  حاضر  حال  در  که  بود  اساسی  ایده های  شامل  او  پیشنهادی  مدل  و 

یکـی مـی نمود  انـتخاب  را  گـذاری  سـرمایه  اسـتراتـژی  مـختلف  نـوع  دو  بایست  که  گرفت  نظر  در  را  گذاری  سرمایه 

تابع که  دهد  انجام  گونه ای  به  را  خود  انتخاب  باید  گذار  سرمایه  شخص  ریسک.  بدون  دیگری  و  ریسک  با  گذاری  سرمایه 

طور به  را  ��(Ps)ریسک بدن  گذاری  سرمایه  ارزش  مرتن  نماید.  بیشینه  را  درآمدی  تابع  اینکه  یا  نماید  کمینه  را  هزینه ای 
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می شود: بیان  زیر  معمولی  دیفرانسیل  معادله  با  که  نمود  فرض  زمان  با  افزایش  نمایی 

٠��Ps = rPs ; r > o (١٠)

فوق معادله  با  مشابه  معادله ای  در  مرتن٬  پیشنهادی  مدل  در  ریسک  وجود  با  گذاری  سرمایه  ارزش  این  بر  علاوه 

نظر در  قیمت  نوسانهای  شدت  با  متناسب  شکل  نویزی  نوسانهای  شامل  معادله  این  که  تفاوت  این  با  می کند  صدق 

یعنی: می شود.  گرفته 

٠��Pr = aPr + sPr xt (١١)

تـعریف زیر  شکل  به  ایتو  تصادفی  دیفرانسیل  معادله  یک  صورت  به  و  بوده  سفیدگوسی  نویز  فرآیند  یک  �xt که

می شود:

��dPt
r = aPt

r dt + sPt
r dWt (١٢)

وجود با  گذاری  سرمایه  اینکه  دلیل  به  و  است  مثبتی  ثوابت  �s و �a است. استاندارد  وینر  فرآیند  ��{Wt ; tÂo} که

�a معادله این  در  ��r< a است. ریسک  بدون  گذاری  سرمایه  از  پرمنفعت تر  موفقیت  احتمال  صورت  در  حداقل  ریسک 

�a است. استاندارد  گوس   ـ وینر  فرآیند  یک  ��dWt و بازده  نرخ  لحظه ای  واریانس  �s سهام٬ لحظه ای  انتظار  مورد  بازده 

مـتغیری �s بـاشد. داشـته  بسـتگی  دیگـر  سـرمایه های  بـازده  یا  سهام  قیمت  به  که  باشد  تصادفی  متغیری  می تواند 

باشد. زمان  از  شده  شناخته  تابعی  می تواند  حداکثر  ولی  نباشد  ثابتی  مقدار  می تواند  �s می شود. فرض  غیرتصادفی 

اتفاقی  انسیل  دیفر  معادلات  حل  روش   ٢-٤

��Yt = U(P t) = Log (Pt) متغیر: تغییر  ابتدا  فوق  تصادفی  دیفرانسیل  معادله  حل  برای 

داریم: ایتو  فرمول  کارگیری  به  و  تصادفی  دیفرانسیل  معادلات  دیفرانسیل گیری  قانون  از  استفاده  با 

��dYt = ___(t , Pt)dt + ___(t , Pt)dP t + __ ___(t , Pt)dp t
2Ãu

Ãt
Ãu
Ãpt

1
2
Ã2u
Ãp2

dP2
t
r = (aPt

r dt + sPt
r dWt)2 = a2Pt

r 2 dt
2 + 2aPt

r sPt
r dtdW t + s2Pt

r2 dWt
2

<dt.dt> = <dW t . dt> = o , dWt
2 = dt

dPt
r2 = s2Pt

r2 dt بنابراین:

��dYt = d(log Pt
r) = o + ____ - __ _____ × �s2Pt

r2 dtdPt
r

Pt
r

1
2

1
(Pt

r)2 و:

��d(log Pt
r) = ____ - __ s2Pt

dPt
r

Pt
r

1
2

___ = adt + sdWt
dPt
Pt

d(log Pt) = adt + sdWt - __ s2dt = (a - __ s2)dt + sdWt
1
2

1
2

= (a - __ s2)(t - to) + s(Wt - Wto)1
2

(١٣)
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